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ABSTRACT 
An explicit formula for the higher differentials of the determinantal function is 
given. The expression takes a rather elegant form once the exterior powers over the 
vector space are used, and permits a straightforward determination of the singular 
locus of the set of matrices of rank < p. Two other applications generalize to arbitrary 
order matrices the following results: (a) The null matrix is the only matrix A in 
M(3,K)suchthatVX,Ydet(A+X+Y)=det(A+X)+det(A+Y)+det(X+Y)- 
det A - det X - det Y. (b) If four sing&r matrices A, B, C, D in M(3, K) satisfy 
ABCD = 0, then the matrix ABC + ABD + ACD + BCD is also singular. 
1. INTRODUCTION 
C’est un exercice classique que de calculer la diffkentielle de la fonction 
Det: M(n, K) + K (cf. par exemple [2]) et pourtant l’on n’a pas g notre 
connaissance, Ccrit les diffkrentielles supkrieures de cette application. Dam la 
suite, le calcul qui en est propo& repose essentiellement sur un lemme qui 
gkkalise aux puissances extkieures d’une matrice, la formule bien connue 
A. ‘A = det( A). I, ot “A dkigne la transposee de la matrice des cofacteurs de 
A. Ceci permet d’apprhhender les differents termes qui apparaissent dans la 
formule de Taylor pour le dkterminant. Celleci est appliquke pour obtenir 
dew r&&tats sur les matrices de M(n, K), l’un de type additif et l’autre de 
type multiplicatif qui, sp&iali&s au cas particulier des matrices 3x3, 
LZNEAR ALGEBRA AND ITS APPLZCATZONS 112:39-47 (1989) 
0 Elsevier Science Publishing Co., Inc., 1989 
39 
655 Avenue of the Americas, New York, NY 10010 00243795/89/$3.50 
40 It. MNEIMNk 
s’enoncent: 
(a) Soit A une matrice d’ordre 3 verifiant pour tous X et Y, det( A + X + Y) 
= det(A + X)+det(A + Y)+det(X + Y) - det(A) - det(X) - det(Y), alors 
A = 0. 
(b) Soit A, B, C, D qnatre matrices singulieres de M(3, K), telles que 
ABCD = 0, alors det( ABC + ABD + ACD + BCD) = 0. 
L’origine de ces dew resultats sera expliquee ailleurs 
2. RESULTATS 
Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K, corps commutatif de 
caracteristique nulle. On fixe une fois pour toutes une base e,, . . . , e,, de 
l’espace E. La base duale dans E* sera notee e:,. . . , e,,*. Pour p Q n, on 
ordonne lexicographiquement les applications (Y : [l, p] + [I, n] qui sont 
strictement croissantes, alors (e,(,, A . . . A eacp,)a est une base ordonnee 
de la puissance exterieure pihme, AP(E), de l’espace E. L’application 
(Xi A e.0 A rp, ‘pl A . ’ . A ‘pp) - det(( ‘pi(x j)) ttablit une dualite non 
deg&reree entre AP(E) et Ap(E*) et permet done d’identifier l’un au dual de 
l’autre. De la sorte l’ekment e* de A”(E)* defini par e*(er A . . . A e,,) = 1 
correspond a e: A . . . A en*. On note enfin par J (ou 1,) l’isomorphisme 
Ap(E) + A”-P(E*) qui a xi A . . . A xp associe la forme lineaire yr 
A . . . A y,_, c-) e*(xl A ... A xp A y1 A . .. A y,_,). Un cakul &- 
mentaire montre que 
](e,(,, A . . . A eacp,) = ( - l)a(l)+ .” +a(p)tp(p+1)‘2e,(,) A . . . A e,(,_,) 
oh Z: [l, n - p] + [l, n] est l’application strictement croissante d’image, le 
complementaire dans [l, n] de l’image de (Y. La matrice de J dans les bases 
fix&es comporte k 1 sur la deuxieme diagonale et a des zeros partout ailleurs. 
De plus, vu l’identification ci dessus, on a ‘Jp = ( - l)P(“-p).J,_p. 
LEMME 1. Soit f un endommphisme de E, on note par AP( f) la 
puissance extbrieure piPme de f dbfinie pour les &ments dtbnposables par 
Ap(f)(x,A ... A xp)= f(x,)A ..* A f(x,), akm le diagranme suivant est 
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commutati$ 
A” - p(,+Af!f)~n P(E)* 
D&non-station. 11 suffit d’ktablir la commutativith dans le cas oti f est 
inversible. On hit: 
x1 A . ‘. A xp --v(X,)A . . . A f&J 
1 Yl A 
+e*(f(x,) A . . . A f(x,)A ~1 A . . . A Y,-,)I 
= y1 A *.. A Y”-~ [ 
_, e*{ A”f(x, A . * . A xp A f-lyl A . . . A f-‘Y,-,)}I 
tA”zf’ [yl ,, . . . ,, y, 
-e*{ A”f(x, A . . * A xp A y1 A . . . A Y,-,)} 
=det(f)*e*(x, A . . . A Y,_,)] 
=det(f).J(x,A ... Ax,).m 
REMARQUE 1. On pourra comparer cette dkmonstration avec celle don&e 
dans [l, III, p. 1691. 
PROPOSITION 1. La diffZrentielle pidme au point A de 1 ‘application Det 
est don&e par 
dp(Det)(A)(B,..., B) = p!Tr[ I,-‘.n”-P(‘A).J,.hP(B)]. 
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D&wnstrution. La for-mule de Taylor permet d’ecrire 
det( A + hB) = det( A) + Ad(Det)( A)( B) 
+ ... +$dp(Det)(A)(R,...,B) 
+ ... +$d”(Det)(A)(B,...,R). 
Mais si A est inversible, 
det(A+hB)=h”det(A)det(A-‘B+:) 
tr( A-‘B) 
x”_’ + ... + 
tr( A”-“( A-‘B)) 
An-P 
+ . . . +det(A-‘B) 
d’apres les formules bien connues donnant les coefficients du polyn6me 
caracteristique en fonction des traces des puissances exterieures pi”-. On en 
deduit 
dP(Det)(A)(B,..., B) = p!det(A)tr(AP(A-‘B)) 
= p! det( A) tr( APA-‘APB) 
= p! tr(J-‘.A”-ptA.J.APB) 
vu le lemme 1. Comme l’application Det est polyn8miale et que le resultat a 
6th verifie pour les matrices inversibles, il est valable partout. n 
COROLLAIRE 1. On a dP(Det)(A) = 0 e rg(A) < n - p - 1. 
D&non.strution. Ceci resulte du fait que tout element de la base cano- 
nique de End( APE) est la puissance exterieure piBme d’un Clement bien choisi 
de End(E). n 
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REMARQUE 2. On notera au passage que d(Det)( A)( B) = tr(“A. Z?), que 
d”(Det)(A)(B,. . . , B) = n! det(B) et que cZ”-‘(Det)(A)(B,. . . , B) = 
(n - l)!tr(A.‘B) [ on a utilise evidemment que Jr ‘.A”- ‘(tA). J1 = “A et que 
‘J-i = ( - 1YZJ. 
REMARQUE 3. La formule de Taylor pour le determinant s’bcrit done: 
det(A+B)=det(A)+tr(‘A.B)+ ..+ +tr(~~l.An-P(tA).~p.APB! 
+ ... +tr(A.“B)+det(B) 
REMARQUE 4. Quand n = 3, det(A + B) = det(A) + tr(“A . B) + 
tr(A.“B)+det(B). 
3. PREMIERE APPLICATION 
On aura besoin dans la suite, du lemme suivant (comparer avec [l, I, 
p. 951): 
LEMME 2. si a,,..., a,, sont n klhents d ‘un anneau A et si p < n, aloes 
?-l) CmxZ) & p=o, [ 1 i 
ozi Z dtcrit 1 ‘ensemble des parties de [l, n] et i duns I. 
Demonstration. Soit F = {‘p: [l, n] + [O,l]}; on fait correspondre a 
chaque Z c [ 1, n] sa fonction caracteristique. L’ekpression dans le lemme 
s’ecrit alors: 
CC-l> v(l)+ ... +v(n) 
[ 
C di)ai ’ 
‘p i=l,...,n I 
/ 
=C(-0 
v(l)+ ‘. + TP(fl) 
C v(h) . . ’ T(ip)ail . * ’ aiP 
‘p i,,...,i, 
= Cci, _._ ipi, * * * ajp 
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oti chaque ci, ___ i,= C,( - l)‘?‘(l)+ “’ ‘V(“)cp(il) . . . cp(i,) est nul: en effet, 
comme p <n, il existe j E [l, n] distinct de ii,. . . , i,; soit alors F’= 
{ ‘p : q(j) = O}. Tout element du complementaire de F’ dans F s’ecrit sous la 
forme ‘p* = ‘p + x j ou x j est la fonction caracteristique de { j } et ou rp E F’. 
On a ‘p*(l)+ ... +cp*(n)=cp(l)+ ... +p,(n)+l et 
ci, ._. i.=I[( _l)P(l)+ ".+rpcn)+( _l)9(1)+ ‘.‘+9(n)+1]q(il) . . . ‘p(i,)=O, 
9 
w 
COROLLAIRE 2. Si f est une fom p-lin8aire symktrique SW E et si 
xl,. .., x, sont n vecteurs de E tels que n > p aknx 
C( - l)c=d(+x~,..., xx,) = 0. 
I i i 
Dhnstration . Comme toute forme p-lineaire est combinaison lineaire 
de puissances piemes de formes lineaires ‘pp (cf. [l, III, p. 681) il suffit de le 
verifier pour celles-ci, ce qui resulte immediatement du lemme cidessus. w 
on 
PROPOSITION 2. Si X,, . . . , X, dbignmt n matrices d ‘ordre p avec p < n, 
a 1 ‘identitd suivante: 
Card(r)det 
Ozi I d&it 1 ‘ensemble des parties de [l, n] et i dans I. 
ne 
D&non&ration. On distingue entre les parties contenant 1 et celles qui 
le font pas. Si J d&it l’ensemble des parties de [2, n] et si fk designe la 
On est en mesure de demontrer la proposition suivante: 
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differentielle kieme du Determinant au point X, l’expression cidessus s’kcrit: 
c( - l)CSId(‘)det 
I 
+ c ( _ l)C=W)+l 
I 
+ . . . 
avec j E J et k < p - 1, comme il resulte clairement du paragraphe 2. On 
applique maintenant le corollaire p&&dent: toutes les sommes faisant inter- 
venir les fk s’annulent; il en est de m&me de la somme des termes extrgmes; 
quant au coefficient de det X,, il s’ecrit Ck=O,,,,,,_l( - l)k+‘C,kP, = 
- (1 - 1),-l= 0. w 
LEMME 3. L’ensembb des applications non surjectives de [l, k] dans 
[l,p] a pour cardinal s~,~ kgal ci C,‘(p - l)k - C,“(p - 2)k + C,“(p - 3)k 
+ . . . . II s’en suit que o!an.s Ze cas ozi k > p, on a Card{ f: [l, k] + [l, p]} 
= pk > sk,P. 
Dhwnstration. C’est un resultat connu: on b-it E = U,= 1,,, , pEi oh 
Ei = { f: [l, k] -+ [l, p] telles que i ne soit pas atteint} et on applique la 
for-mule CardqEi) = CCard(E,) - CCard(E, n Ej)+zCard(Ei n Ej f’ Ek) 
+ * . . . n 
PROPOSITION 3. Si X,,. .., X, dhignent des matrices d ‘ordre n et si 
VX x, 2”“’ 
c ( - l)C=d(1) o& ZC [l,n] 
I 
alms la m&ice X, est nulle. 
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D&no7wtration. Si l’on fait X, = X, = . e . = X, = Xi, il resulte aussitat 
du lemme 3 dans lequel on suppose p = k = n, que det( Xi) = 0. Comme 
dans la proposition 2, on emit I’expression nulle cidessus comme suit: 
5:(-l) c”d”‘det( XX,) 
+c(-l)card(‘)+l fi xx, + .a. +fn_a 
H ) 
xx,,..., 
I j i j 
CXi) 
j 
+f,-1 Cxj>*a*, ( i $‘j) +det( T’j)]. 
Toutes les somme faisant intervenir fk pour k = 1,. . . , n - 2 sont nulles 
d’apres le corollaire 2. Les termes extr6mes s’eliminent. Notre hypothese 
(n-1)1(-l)“-~fn_~(Xz,...,X,)=~,(-1)~~’~~’~f,_l(CjXj,...,~jXj)3O 
s’ecrit en polarisant f,_i. Mais &_i = d”-‘(Det)(X,) il en resulte vu le 
corollaire 1 que X, = 0. n 
4. DEUXIEME APPLICATION 
11 sera etabli dans la suite le resultat suivant: 
PROPOSITION 4. Soit Xi,. . . , X,, r n + 1 matrices sing&&es (e M( n, K) 
v&@ant lu condition X, . . * Xnfl = 0, alors la m&rice Ci X, . . . Xi . . . Xn+i 
(ozi le signe ” au dessus de Xi signifie que Xi a &b ommise et ozi 1 ‘indice i 
varie de 1 ci n + 1) est de determinant nul. 
Le cas n = 3 annonce dam l’introduction est de demonstration plus aisee: 
on Bcrit det(ABC + ABD + ACD + BCD) = det(ABX + YCD) oti 
X = C + D et Y = A + B et on applique la formule de Taylor apparaissant 
dans la remarque 4. On obtient: det( ABX + YCD) = tr[cX. "B . “A. (A + 
B)CD] +tr[AB(C+ D).cD.‘C.cY)] et chacune des traces est nulle! En 
effet, comme “A .A = det( A) I, la premiere trace se reduit a tr[cX. ‘B. “A. 
BCD]; mais ‘A est un polyn6me en A (voir par exemple [2, exercice 17, p. 
541) et ABCD = 0 par hypothese. 11 ne reste dans la trace, a un scalaire p&s, 
qu’un terme de la forme tr(“X -“B . BCD) lui aussi nul car “B . B = 0; on Btablit 
de m8me que la dew&me trace est nulle. 
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La demonstration du cas general ne peut 2tre obtenue de la mgme faqon 
et repose sur le lemme crucial suivant: 
LEMME 4. Duns l’hypoth&e de la proposition 4, il existe k E [l, n] tel 
que rg(X, *. . Xk)+rg(Xktl.. . Xn+i) < n. 
D&non&ration. Dans le cas contraire, les inclusions Im(X,+ i . . . X,, 1) 
c Ker(X, . . . X,) qui decoulent de l’hypothese, seraient toutes des Bgalites et 
les injections de Frobenius ‘pk: Ker(X, . . . X,)/Ker(X,) + Ker(X, . . . X,_ i) 
definies pour k > 2 par cp,[cl(u)] = X,( ) v seraient alors des isomorphismes: 
en effet, Im(cp,) = X,[Ker(X, . * . X,)] = X,[Im(X,+, . . . X,,,)] = Im(X,. 
X k+l ... X n+ i) = Ker(X i . . . X,). Par suite, n = 
dim[Ker(X, . . . X,,,)] = dim[Ker(X, . . . X,)]I+ dim[Ker(X,+,)] = . . . 
= dim[Ker(X,)] + . - . + dim[Ker( X,)] + dim[Ker(X,+ i)] > n + 1, d’ou une 
contradiction. n 
Dbmonstration de lu proposition 4. Soit done k l’entier don& par le 
lemme 4. On Bcrit alors la matrice qui nous occuie sous la forme (Xi . . . 
X/w + WX,,, . . 
. ..J$... 
.Xn+i) ot M=&Xk+i..-Xi.~-Xn+i et N=CjX, 
X, avec i E [k + 1, n] et j E [l, k] et on applique la formule de 
Taylor (cf. Remarque 3) a son determinant: tous les termes qui apparaissent 
alors sont nuls! En effet, pour tout p, on a ou bien RP( X, . . . X,) = 0 ou bien 
An-p(xk+i * f. X”,& = 0 car dans le cas contraire pour un p on aurait a la 
fois rg(X, . . * X,) >, p et rg(Xk+i .+. X,,,) > n - p ce qui contredirait la 
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